Model 3 test admitere Automatica si Calculatoare

1.Valorile parametrului real a pentru care ridicinile ecuatiei 22 + 2az + 1 = 0 verifici egalitatea x? + 23 = 1

sunt:
gV V3 nig ® o3 3 gV V3
¢ 2 ¥ 73 IR ¥ T

Rezolvare: z? + 23 = (21 + 22)? — 22172 = (—2a)? — 2 = 4a® — 2. Rédspuns corect a).
2. Considerim familia de functii de gradul al doilea f,, : R — R, f,,(z) = (m? + 1)2% + 2mx + 1. Notdm cu
Vin (T, ym ) varfurile parabolelor asociate. Atunci:

1
a) Valoarea minimi a lui x,, este ) si se obtine pentru m = 1.
b) Valoarea minim4 a lui y,, este 0 si se obtine pentru m = 1.
¢) Valoarea maxima a lui z,, este ) si se obtine pentru m = 0.

d) Valoarea maxim4 a lui y,, este 0 si se obtine pentru m = 1.
Rezolvare: Pentru fiecare m € R avem

b m
a’jm = _—— = =
2a m2+1
A 1
Ym = —F7 = —5 -
4a m? +1

Se observa imediat cd valoarea minima a lui y,, este 0, atingdndu-se pentru m — +oo iar valoarea maxima
este 1 gi se atinge pentru m = 0. Deci, b) si d) sunt false. Pe de altd parte, folosind inegalitatea mediilor, avem
m? + 1 > 2m, pentru orice m € R iar egalitatea se obtine pentru m = 0. De aici rezulti ci

m
>
m24+1~

bl

N

Tm =

cu egalitate pentru m = 1.
Réspuns corect: a).
3. Multimea de definitie a functiei f(z) = arcsin/1 + z + In(1 + 2x) este:

1 1
a) (=1,0] b) [0,1] ¢) (=35,0] d) [-1,5].
Rezolvare: Conditiile de existenta sunt:
1+2>0 z> -1
0<VI+z<1 ¢ -1<2<0
1+22>0 r>—1

Varianté corectd de rdspuns: c).
4. Numerele strict pozitive x < y < z sunt astfel incat e”, e¥ gi e* sunt in progresie geometricd. Atunci, valoarea

LYy
raportului este:
z—z

a) 2 b) —2 ¢) = d) —

N =

Rezolvare: Progresia geometrici ne asigurd ci e?¥ = €17, deci y = ””TJFZ Se inlocuiegte in raport y cu
(z + 2)/2 si obtinem varianta corecti de rdspuns c).
5. Fie functia f : N — N, f(n) = kn + (—1)", unde k > 3 este un numér natural. Atunci:

a) f este bijectivd

b) f este injectivd dar nu este surjectivd

c) f este surjectivd dar nu este injectiva

d) f nu este nici injectiva nici surjectiva

Rezolvare: Dacd presupunem cd f nu este injectivd rezultd cd existd n,m € N, diferite a.i. f(n) = f(m),
adica

kn+(=1)" =km+ (-1)™.

Obtinem, mai departe, k(n —m) = (—1)" — (—1)™. Dar, membrul drept are modulul cel putin egal cu 3 pentru
cd m si n sunt diferite iar k> 3 iar membrul stang are modulul maxim 2. Presupunerea facutd este, deci, falsa
iar f este injectivd. Pe de altd parte, printre valorile lui f nu se afld nici un multiplu al lui £ deci f nu este
surjectiva.

Réspuns corect: b).



6. Fie ecuatia (e2® — 2¢%)? — 2€2% 4 4¢® — 3 = 0. Atunci:

a) Ecuatia are 4 solutii reale, distincte.

b) Ecuatia are exact o solutie rationald.

¢) Ecuatia are exact doud rddécini rationale.

d) Toate riad&cinile ecuatiei sunt numere irationale.

Rezolvare: Daca notim e** — 2¢% = t ecuatia devine t? — 2t — 3 = 0 sau, echivalent, (t + 1)(t — 3) = 0.
Astfel, fie e2* — 2e® = —1, fie €2* — 2e® = 3. Rezolvind cele 2 ecuatii se obtine imediat e* € {1, —1,3} . Evident,
nu putem avea decat x = 0 sau x = In 3.

Réspuns corect: b).

7. Sistemul de ecuatii

27" . 3v°+1 =24
ou’+2 . 3% — 108

are:
a) o solutie b) 2 solutii ¢) 3 solutii d) nici o solutie .

Rezolvare: Sistemul poate fi rescris in forma:
97 . 3v" =8
v . 37" =97

Facand raportul celor doua ecuatii se obtine

2\" /3\Y 2
3 2) 3
de unde, 22 — y? = 3. Inlocuind in prima ecuatie a sistemului, obtinem

2.3y =1,

si, deci, y = 0 si © = +/3.

Réspuns corect: b).
8. Se considerd polinomul f = X3 +pX?2+2p?X + 3p3, p # 0. Atunci, raportul dintre patratul sumei cuburilor
radacinilor lui f i cubul sumei péatratelor radacinilor lui f este egal cu:

16 27
e _1 - 2 - .
o7 b) -16 c) 7 d) 6

a)
. 16 - . R . o o Cye oy .
Rezolvare: Se obtine ~97 aplicand relatiile lui Viete si faptul ca dacd x; este raddcina pentru f, atunci
= —pai —2p%x; — 3p’
R&spuns corect: a)
9. Suma radacinilor polinomului

T

X(X+1)..(X —1 X(X+1)...(X -2 X(X+1 X
f= (X+1) (' tn )Jr (X+1D..(X+n )+...+7( + )+—+1, neN
n! (n—l)! 2! 1!
este:
n(n+1)

a)0 b —n? ¢) —(n+1)? d) - ——=
Rezolvare: Polinomul poate fi pus in forma

f=a, X"+ ap 1 X" P+ ...+ a1 X + ao.

X Ap_1 = 1
In aceastd scriere, suma radscinilor Iui f este egald cu —— ! in mod evident, a,, = - Pentru a afla a,_1,
Qn n!
observam c# singurii termeni care contin X™ ! sunt primii doi termeni. In cel de-al doilea termen, coeficientul
1
lui X"~ 1 este egal cu W Notand cu g = X(X + 1)...(X +n — 1), observidm c& termenul care contine
n—1)!
1
X"=1 are drept coeficient opusul sumei radicinilor lui g, adici 1 +2 + ... + (n — 1) = Qn(n — 1). Astfel,
1 n(n —1) n+1
Ap_1 = + = 51, in fine, suma radacinilor lui f este
T o) 20l 2n—1)1 ° !

Ap—1 n(n+1)

S1 = —
ay, 2



Réspuns corect: d)

10. Numarul termenilor rationali din dezvoltarea (\/§ + \3/5) 2016 este egal cu:
a) 1008 b) 672 c) 336 d) 337

Rezolvare: Termenul general este

1
_ ik 2016—k\2 ok _ ~k 1008— &
Ti+1 = Cho (3 )? 33 = Chy163 6.

Astfel, numarul termenilor rationali din dezvoltare este egal cu numarul multiplilor de 6 cel mult egali cu 2016,
adica33T.

Réspuns corect: d).

100
11. Cel mai mare termen din dezvoltarea (3 + 3) este:

1 BT o <§> Y

Rezolvare: Termenul general este

100—k k 100
Thrq = CF 2 1 = 2 Ck E
+1 100 \ 3 3 3 100 9 *

T; T;
Atunci, htl > 1 pentru k > 33 si Tk—H < 1 pentru k£ < 33 deci cel mai mare termen se obtine pentru k = 33,
k42 k42
deci T34.

Réspuns corect: d).
12. Fie w o radécind a ecuatiei 22 + x + 1 = 0 si n € N. Atunci, valoarea determinantului

w1 1
1 w1
1 1 w”

a) nu depinde de n.

b) este constantd pentru n multiplu de 3.

c) este constantd pentru orice n multiplu al lui 4.

d) este constantd pentru orice n par.

Rezolvare: Deoarece w? 4+ w + 1 = 0 si, evident, w # 1, rezultd cd w? = 1. Cum determinantul este egal cu
w3 + 2 — 3w™ = 3(1 — w™), raspunsul corect este b)
13. Fie matricea
z 0
0 m
m m

A:

o8 8

Atunci,
a) Existd m € R astfel incat A este inversabild, pentru orice = € R.
b) Pentru orice m € R existd x € R astfel incat A este inversabili.
c¢) Existd m € R astfel incat rang A = 2, pentru orice z € R.
d) Pentru orice m € R gi pentru orice € R rang A = 2.
Rezolvare: Raspunsl corect este, evident, c)
14. Fie z1, x9, x3 solutiile ecuatiei 23 + pz + ¢ = 0, unde p, ¢ € N* si sistemul de ecuatii liniare

1% + oy +x32 =1
ToT + T3Y + T12 =P
T3T + T1Y + T2z =¢q
Atunci:

a) Sistemul este incompatibil.

b) Sistemul este compatibil unic determinat.

¢) Sistemul este compatibil 1-nedeterminat.

d) Sistemul este compatibil 2-nedeterminat.

Rezolvare: Determinantul matricei sistemului este

r1 X2 I3
det A = o X3 X1| = 31‘1$2$3 - (.T? + .Z‘g + 1‘%)
I3 T1 X2



Folosind relatiile lui Viete rezultd z179z3 = —q, 73 + 23 + 23 = —p(z1 + 22 + x3) — 3¢ = —3q. Astfel, det A = 0.
Sistemul este compatibil dacd i numai dacd rangul matricei sistemului este egal cu rangul matricei extinse.

Dar,

xr1T X2 1
Ty T3 p|=quizs+ 1122 + prows — (x5 + qz3 + pal)
r3 1 (¢

T179 — 23 + q(z173 — 23) + p(w2w3 — 1)

q q q
~L gL - rp-L —ad)

T3 T2 T

(a3 q) — (@4 q) — (@l +q)
X3 I X
1 q

—— - (=pw3) = — - (=pw2) — — - (—pz1)
T3 1

plp+q+1)#0.

Deci, rangul matricei extinse este diferit de rangul matricei sistemului

Réspuns corect : a).

15. Fie p € N un numir natural p > 2. In (Zy2, -, +), consideram ecuatia 22 +z = 0. Atunci,

a) Pentru orice numar natural p ecuatia are 2 solutii distincte.

b) Pentru orice numéir p prim ecuatia are doud solutii distincte.

¢) Existd numere prime p pentru care ecuatia are mai mult de doud solutii (diferite doud cate doud).

d) Pentru orice numdr natural p ecuatia are mai mult de doud solutii (diferite doud cate doud)..

Rezolvare: Afirmatia de la punctul d) este, evident, falsi. Ecuatia poate fi pusd sub forma x(x+1)=0. In
Zg ecuatia are 4 solutii: 0, 2, 3, 5. Deci, si a) este falsi. Radmane de stabilit care dintre punctele b si ¢ este
adevarat. Fie, deci p un numar prim. Cum in Z,, in general, elementele inversabile sunt acele elemente ¢ pentru
care (p,q)=1, in Zy2, cu p prim elementele neinversabile sunt toti multilplii lui p strict mai mici decat p?, toate

celelalte elemente fiind inversabile. Separand cele doui cazuri se obtin doar doud solutii: 0 si p2 — 1.

Réspuns corect: b)
16. Fie limita

Atunci,

ngﬁix<ﬁ}+{i}+m+[gD, n e N*.

(a) L =0 pentru orice n € N;

(b) L =n? pentru orice n € N;

(c) L = 2016 pentru n = 1008;

(d) L = 2016 pentru n = 63.

Rezolvare: Rezolvarea se bazeazi pe faptul ca

lim — - [b] = g, Ya,b > 0.

(De fapt, nu conteazi cd e 0, dar ugureazi discutia). Este clar c&

si x — 0 in acelagi timp in care k — +oco. Pentru un k fixat si « €

Atunci, limita din enunt este egald cu

17. Fie a,b, c € R si functia

b b b b
(%ﬂ,%]avem
b k x {b} b
R O R p g
a k+1 a || a

n(n+1)
2

. Réspuns corect, d).

- - 1‘2+G.ZL' ,ZUGQ
f R—=R, f(z)_{_me-l,-cx ,x €R\Q



Atunci,

(a) Functia f este discontinui pe R pentru orice a,b,c € R;

(b) Pentru b = —1 existd a,c € R astfel incat f s aibd un punct de continuitate diferit de x = 0;

(¢) Existd valori pentru a,b,c € R, a # ¢ astfel incat f este continud pe R;

(d) Exista valori pentru a,b,c € R, b # —1 astfel incat f s aibd un punct de continuitate diferit de = = 0.

Rezolvare: Este cunoscut faptul ci x este punct de continuitate dacd si numai dacd =2 + ax = —bz? + cz,
adicd z((b+ 1)z + (a — ¢)) = 0. Rezultd imediat concluziile. R&spuns corect: (d).
18.Fie functia f : R — R, f(z) = 2 - {2}, unde prin {z} se intelege partea fractionard a lui z. Atunci,

(a) Functia f este derivabild pe R, f'(z) = =z + {z};

(b) Functia f este derivabild pe R\ Z, f'(z) = 2z — [z];

(¢) Functia f nu este derivabild in nici un punct;

(d) Functia f nu este continud in nici un punct;

Rezolvare: Avand in vedere ci {z} = x — [z] rezultd cd pentru orice k € Z si orice x € [k, k + 1) avem
f(x) = 22 — kx. Este clar cd f este continui i derivabild pe R\ Z si

fl(@)=2z—k=2x—[z] =2+ {z}
Réspuns corect: (b).

19.Considerdm functia f : [0,7] — R, f(z) = sin(asinz), unde a € (0, 7). Valoarea lui a pentru care punctul

dat de teorema lui Rolle este ¢ = 1 este:

s T V2 s

(a) 3 (b) R (c)ﬁ (d) Acestei functii nu i se poate aplica teorema lui Rolle.
Rezolvare: Se verifici imediat cd putem aplica teorema lui Rolle, deci f’ (%) = 0. Astfel, cos(a sin%) .
™ a ™ a ™ ™
acos— =0sideci — = (2k+1)=, k€ Z. Cum a € (0,7), nu putem avea decat — = —, adicd a = —.
T =05 deci - = (2h+ 1) (0,7), mu p =3 =

Réspuns corect: (c).
20.Fie f:(0,2) = R, f(z) = axz + Inz, unde a € R. Atunci,
(a) Pentru orice a € R, orice primitivd a lui f este crescitoare pe (0,2);
(b) Existd a € R pentru care orice primitivd a lui f este descrescitoare;
(c) Pentru orice a € R, nici o primitivd a lui f nu este monoton;
(d) Pentru orice a € R, orice primitiva a lui f este descrescitoare pe (0,2)
Rezolvare: . Este clar cd orice primitivd a lui f este monotond dacd f are semn constant pe (0,2). Avand in

vedere c& li%l Inx = —oo iar ax este marginita pe (0,2), trebuie ca f(z) < 0 pe (0,2). Atunci, problema revine
r—Up

la

Inx In2
Dar, se aratd imediat cd functia © — —— este crescdtoare pe (0,2) si atunci trebuie ca - < —a. Deci, pentru
x

In2
a < ——— orice primitivd a lui f este descrescitoare pe (0,2). R&spuns corect: (b).

21.Consideramn girul (I,,) definit de integrala

b .
In:/ smnxdx’ n>1, unde 0 < a < .
o T

(a) lim I, =0;

n—0o0

(b) Sirul I,, nu are limit&;
(¢) lim I, =b—a

(

n—oo

d) lim I, =a-b

n—oo
Rezolvare: Facem mai intai schimbarea de variabild nx = ¢t pentru a obtine

nb .
t
I, = / B
na t

_cost _/"b costdt:l(cosna cosnb)_/"b costdt
na 12 n' a b na 12

AplicAm mai departe integrarea prin parti:

In =

t na

a a

Dar,
1 cosna cosnb

(

n a b

)—=0



e L .
pentru ca paranteza este marginita si — — 0, iar
n

nb nb nb
-1 cost 1 1 1/1 1
—zdt < —5—dt < Sl 7 0.
/na 12 - /na 12 - /na t2 t |na n (a b)

Réspuns corect: (a).

™

5
22. Fie integrala I = / dz, a € [0,1]. Atunci,
0 X

2+ asin

7r
(a) Valoarea minim4 a integralei se atinge pentru a = 0 si este egald cu 5
1
(b) Valoarea minimi a integralei se atinge pentru a = 1 si este egald cu 5;
T
(c¢) Valoarea maximi a integralei se atinge pentru a = 0 si este egald cu 5
1
(

d) Valoarea maximi a integralei se atinge pentru a = 1 si este egald cu 3

Rezolvare: Este evident cd valoarea minima se obtine pentru a maxim iar valoarea maxima a integralei se
. .. _ T . ey
obtine pentru ¢ minim. Astfel, valoarea maxima este — iar cea minim4 este

4
: 1
0o 2-+sinz
Folosim formula
. 2tg 5
STy = P
1 =+ tg 3

si facem schimbarea de variabild ¢t = tg g Obtinem

1
1 1 1
I= / : dt = — o= =.
o 24241 t+19 2
Réspuns corect: (b).
23.Graficul functiei f : [0, g] — R, f(z) = sinx se rotegte in jurul axei Oy. Atunci, volumul corpului de rotatie
obtinut este

7('2 7T2 7T2 7T3
W% mi-z @72 @F

Rezolvare: Este cunoscut ca volumul unui corp de rotatie obtinut prin rotatia graficului unei functii
f:[a,b] — R in jurul axei Ox este egal cu

V= 7r/b 2(z)dx.

In cazul nostru insd, rotatia se face in jurul axei Oy si atunci formula de calcul revine la:

f(®) 9
ver [ ()
f(a)
1
V = 7r/ arcsin® ydy.
0

Aplicand integrarea prin parti obtinem

2

1 1 1
t us /
) 21 . .
arcsin“ ydy = yarcsin -2 ——— arcsinydy = — + 2/ (\/1 — t2) arcsin yd
2 2
= %+2\/1—t23rcsiny|(1)—2:%—2

Réspuns corect: (c).
24.Fie f = 23 + ma? + nz + 1 un polinom de gradul 3 pentru care numsirul real a este o radicingd dubla.
(a) Existd o unicd primitivd a lui f pentru care a este o radécind tripla.
(b) Numaérul a este rdddcing pentru orice primitivd a lui f;
(c) Existd o primitivd a lui f pentru care a este ridicind de ordin 4;
(d) Existd o infinitate de primitive ale lui f pentru care a este rdd&cing tripla.



Rezolvare: Afirmatia de la pct (c) este evident falsd, altfel a ar trebui si fie riddcind tripld pentru f. In
conditiile ipotezei putem scrie

Primitivele lui f au forma

Devine astfel clar ci pentru C=0 obtinem o primitiva avind a rdd&cind tripld si penrtu orice C' # 0 a nu este
rdd&cind pentru primitiva corespunzitoare. Raspuns corect: (a).
25.Notdm cu S suma solutiilor ecuatiei sin 4z + sin 6z = 0 din intervalul [—2m, 27]. Atunci,
(a) S=0; (b)S=8r (c) S=10r (d)S=—-10x
Rezolvare: Evident, 0 pentru cd daca x este solutie pentru ecutia de mai sus, i -x este solutie, iar intervalul
de lucru este simetric.
26.Functia [ : R — R, f(z) =sinwz + {x} are proprietatea ci:
(a) este neperiodici;
(b) este periodicd de perioadd 2;
(c) este periodicd de perioadi 1;
(d) este periodicd de perioadi 2.
Rezolvare: Deoarece sin z este functie periodica de perioada 27 rezulta ca sin mx este periodica de perioada
2. Pe de altd parte, partea fractionars este functie periodicd de perioadd principald 1. Rdspuns corect: (d).
27.Consideram in plan punctele A(2,4), B(—1,1), C(0,—2) si vectorul u = aAB + bA_d7 unde a,b € R.
(a) W este coliniar cu BC pentru a = 2, b= 2;
(b) W este coliniar cu BC pentrua =1, b = 0;
(c) W este perpendicular pe B—C>’ pentru a =8 i b= 3;
(d) W este perpendicular pe B—C>v pentru a = 16 si b = —6;
Rezolvare: Vectorul u este egal cu
T =a(—37 —37)+b(—27 —67) = (~3a—2b)7 + (~3a—6b)]
==
i

iar BC'= i — 37 Coliniaritatea este echivalenta cu relatia

—3a — 2b - —3a — 6b

1 3 S —3a—2b=a+2b=a+b=0.

Perpendicularitatea este echivalenta cu
(—3a—2b) -1+ (—3a—6b) - (—3) =0 < 6a + 16b = 0.

Raspuns corect: (d).
28.Fie (d) o dreaptd de ecuatie x + 2y — 3 = 0 gi punctele A(1,1) si B(4,0). Punctul C pentru care dreapta (d)

este mediatoarea dreptei BC este
1 4 18 4 18 8 1 1
@) CG—p) B CT,-3) ©C.—3) @ CE—5)
Rezolvare: Pentru a gisi punctul C vom giisi mai intai ecuatia dreptei perpendiculard pe (d). Punctul C se

afld pe aceastd dreaptd astfel incat punctul de intersectie al dreptei BC' cu dreapta (d) este mijlocul segmentului
[BC]. Pentru c& BC L (d) rezultd ci produsul pantelor lor este egal cu —1, deci panta dreptei BC este egald
cu 2. Rezultd ca ecuatia dreptei BC este

BC: y=2(z—4) sau, echiv. 2z —y —8=0.
Punctul de intersectie dinte BC i (d) este solutia sistemului de ecuatii

{ r+2y=3

20 —y =8

1 2. .
adicd (39, —g) In fine, din relatiile

zptzc 19

2 5
ystyc _ 2

2 5)



se obtine 0(1;, —g)
Réspuns corect: (b).
29.Un triunghi dreptunghic are lungimile laturilor in progresie aritmetici si aria egald cu 600cm?. Atunci,
notand cu r raza cercului inscris si cu R raza cercului circumscris triunghiului, avem:
(a) r =10, R = 25;
(b) r =15, R = 20;
(c) r =10, R = 20;
(d) r =15,R = 25.
Rezolvare: Folosind teorema lui Pitagora se demonstreaza ca laturile triunghiului sunt direct proportionale
cu 3, 4 si 5. Réspuns corect: (a).
30.Fie A(—2,3) si B(2,—1). Daci centrul cercului inscris in triunghiul ABC' are coordonatele (1,2) atunci

punctul C are coordonatele:
11 8 8 11 8 11 8 11
=2 b) (=2 = 2 = d (2 =
@) (5.3 0) (5= ©G3) @ G-3)
Rezolvare: Deoarece AI = BI = /10 rezulta cd punctul C se afli pe mediatoarea laturii AB. Aceastd
mediatoare are ecuatia

(m) y—1=-— x sau, echivalent
mAB

(m) z—y+1=0.

Deoareca I este centrul cercului inscris in triunghiul ABC, rezulti ci d(I, AB) = d(I, BC) = IM = /2, unde
M(0,1) este mijlocul segmentului [AB]. Putem scrie ecuatia dreptei BC' sub forma
x—2 y+1

= & +1x+(2—=x —zc—2yc =0
o2 yoil (yo + Dz + (2 —z0)y — 2c — 2yc

si atunci
|-3zc — yo + 5

B = e e 7

8 11
gi tinand cont c& punctul C se afld pe dreapta (m), adicd z¢c — yo + 1 = 0, obtinem C(g, ?)

Réspuns corect: (c).



