Model 2 test admitere Automatica si Calculatoare
-raspunsuri-

1. Pentru un numdr real y, notdm cu {y} partea sa fractionard. Valoarea limitei

este:

(a) 2016; (b) oo; (c) 0; (d)
Solutie. Functia f: R — R, f(x)
orice k € N*,

k+1 1 1 1
/ {x}2015 dr = / {x}2015 dr = / 2200 dr = ——.
; ; ; 2016

Pentru orice ¢ > 0, exista n € N astfel incat

n—1)<t<n.

Atunci
1 - 1 < 1
n t = (n—1)
si
(n—1) t n
/ {x}2015 dl’ S/ {l’}2015 de' </ {l’}2015 de'
0 0 0
Deci .
n—1 S/ {x}2015 dz < L7
2016 0 2016
de unde

n—1 1/ 2015 n
<- dr < — 2
20160 — ¢t /O )™ dr < o6 =1

Facand t — oo, rezulta n — oo si

Réspuns corect: (d). O



2. Valoarea integralei
2 sin x
I = — dx
o SInx + cosx
este:
s

@0 b)) 5 ©5 @

Solutie. Facand schimbarea de variabila

T
5 —r=Y,
rezulta . cosy . ona
[:/ —,(—dy):/ — .
z Ccosy + sy o SInx -+ cosz
Cum

3 sin @ 2 COS T 3 U
21':/ ,—dx—i—/ _—dx:/ 1lde =—,
o SInx -+ cosx o SInx -+ cosw 0 2

T
Ita [ = —.
rezulta 1

Raspuns corect: (c). O

3. Consideram functia f : [0,1] — [0,1], f(z) = ¥z, unde p > 1. Notdm cu Vo, si,
respectiv, Vo, volumele corpurilor de rotatie obtinute prin rotirea graficului functiei f in
jurul axei Oz si, respectiv, in jurul axei Oy. Atunci valoarea lui p pentru care

VOCE

=6
Voy

este:

(a) 3; (b) 2 (c) 55 (d) 4
Solutie. Se observa ci functia inversd functiei f este f~1:[0,1] — [0,1], f~(y) = y*.
Atunci volumele sunt

1 2111
Vomzw/ x%dmzwfp :WL,
0 5T 1lo p+2
1 2p+1 |1
Y T
Vo, =m W dy=mn = .
Oy /Oy Y 2p+ 1| 2p+1

Rezulta ca
Voy D+ 2 7




de unde p = 4.
Réspuns corect: (d).

4. Valoarea limitei
1 1 1
¢ = lim em+itanrzt 13,
n—oo

este:
@2 B (0o (d) 5

Solutie. Sa observam scrierea sub forma de suma Riemann

O SIS S (S S
Tpn = et == .
2n+1  2n+2 3n. n\2+2 242 2412

Atunci

1
1

li n = dr =In (2

Tim /02+$ r=1In(2+x)

Rezultd ca limita cdutatd are valoarea —.

Réspuns corect: (d).

5. Pentru un numadr real y, notdm cu [y] partea sa intreagd. Valoarea limitei

1 x
(= lim —— / [y dy
0

200 12016
este: 1
(a) 2016; (b) co; (c) 0; (d) 2016
Solutie. Sa observam ca, pentru orice y € R,
Yy — 1< [y] < Y,
de unde
(y 1)2015 < [y]2015 < 42015
si
/ (y — 1) dy < / [y dy < / v dy.
0 0 0
Dar
/:p(y B 1)2015 dy _ (y — 1)2016 x _ (ZL’ _ 1)2016 B 1
0 2016 | 2016 2016’
/:p y2015 dy _ y2016 T _ 1.2016'
0 20169 2016




} 1
Rezulta ¢ = 206"
Réspuns corect: (d). O

6. Fie, pentru orice n € N, integrala

1
In:/ z-{nz} dz,
0

unde cu {y} notdm partea fractionard a numarului real y. Atunci lim,,_,, I, :

1 1
(a) nu existd; (b) are valoarea 7 (c) are valoarea 0; (d) are valoarea 3

Solutie. Se observa ca

1 na—y ny . dy 1%—1 i+1
= [y et [ =55 [ )
1 n—1 i+1 ) 1n—1 y3 ;
i=0 v? i=0
1"1(¢ 1) nin—1) 1
= o) =
=0

i+1 2

2|
2

— 71—

n2é=\2 " 3 4n2 " 3n
o 1
Rezulta lim,,_, I, = i
Réspuns corect: (b). O

7. Fie F : [0,00) — R primitiva functiei f(z) = arctg+/z pe [0,00) care satisface
FQ)= g Atunci F(0) este egald cu:
T

(2) 2016; (b) 1; (c) 0; (d) 3
Solutie. Folosind formula de integrare prin parti, obtinem ca o primitiva a functiei f
este de forma

rarctg /xr — /o + arctg /z + C.
Cum F(1) = g, rezultd ca
F(x) = xarctg v/ — /x + arctg /o + 1

si deci F/(0) = 1.
Raspuns corect: (b). O



8. Valoarea limitel s
t _
T
x—0 ,1:5

este:
(5 ML (©0 @ g

Solutie. Se poate scrie limita ca

 tgr—a tg?x+atgx +a?
{ = lim . .

z—0 1’3 QL'Q
Avem ) )
. tgfrtatgr+ o
lim =3
z—0 $2
si
. tgrx—x . slnx —xCcosT . COST —cCOSxT + xsinx 1
lm ——— =1lim———— = lim = —.
x—0 3 z—0 a3 z—0 3z?

Rezulta ca limita cdutata are valoarea 1.
Réspuns corect: (b).

O

1
9. Coordonatele punctului P(a, b) situat pe graficul functiei f : (0,00) — R, f(z) = —
x

pentru care tangenta la grafic dusa prin P este paralela cu dreapta ce trece prin punctele

1
A(l,1)si B (4, Z_l) sunt:

@ (VE) w (25) © (35) @ (vaT)

Solutie. Aplicand Teorema lui Lagrange, rezulta
S =flo=T -

1
Rezulta ¢ = 2, deci punctul are coordonatele (2, 5) )

Réspuns corect: (b). O
10. Consideram sirul dat prin
ro=1, Ty =sinz,, n > 0.

Atunci limita girului (z,,) are valoarea:



(a) 05 (b) 15 (c) sinl; (d)

Solutie. Cum

N | —

sine < x, Vo >0,

cu egalitate doar pentru x = 0, rezultd ca (z,) este descresciator. Cum este marginit
inferior de 0, are limita /. Trecand la limita in relatia de recurenta, rezulta

¢ =sin¥.

Dar acest lucru este posibil doar daca ¢ = 0.
Réspuns corect: (a). O

11. Fie C punctul de intersectie a dreptelor de ecuatii
(dy):y—2x+1=0, (do):y+2x—3=0.

Notam cu M punctul de pe cercul cu centrul in C' si de raza 2 care este cel mai apropiat
de punctul A(2,0). Atunci M are coordonatele:

(a) (L4 V2,1- V2 (b) 1+ V3,05 (¢) 21-V3); (d) 1-vZ1+V2).

Solutie. Obtinem C'(1, 1), deci ecuatia cercului este
(z—1P2+(y—1)7>=4.
Punctul M se afla la intersectia dintre C'A si cerc. Dreapta C'A are ecuatia
r+y—2=0.
Inlocuind y = 2 — = in ecuatia cercului, obtinem
2(r —1)* =4,
22 —2x—1=0,

de unde 7,0, =1+ V2. Se observi ci punctul cel mai apropiat de A este cel de abscisd

1+2.

Réspuns corect: (a). O

12. Fie C cercul circumscris AABC, unde A(—1,0), B(0,1), C(6,1). Atunci punctul
de pe cercul C aflat la distanta maxima fata de axa Oy are coordonatele:

(a) (87—3); (b) (77 0); (C) (37 _3); (d) (77 _3)



Solutie. Centrul cercului se afld la intesectia mediatoarelor segmentelor [AB] si [BC].
Acestea au ecuatiile

y=—-xsiy=3.
Rezultd centrul cercului are coordonatele (3, —3), iar raza are lungimea 5. Punctul aflat

la distanta maxima fatd de axa Oy de pe cerc are atunci coordonatele (8, —3).
Réspuns corect: (a). O

13. Fie punctele A(—1,0), B(1,0). Notam D = {M punct din plan| MA+ MB = 4}.
Atunci distanta maxima intre doua puncte ale multimii D este:
(a) 2 (b) 4V3; ()4 (d)2v2.

Solutie. Presupunem M (x,y). Atunci

MA+ MB =4 <—

VEFIP AP+ P F R =4

3% + 4% =12

Rezults D este o elipsd de semiaxe 2, v/3. Punctele aflate la distantd maxim de pe elipsi
sunt P(0,—2) si Q(0,2), iar QP = 4.
Réspuns corect: (c). O

14. Pentru fiecare m € R, consideram triunghiul determinat de dreapta de ecuatie
x4+ 1y —m = 0 si axele de coordonate gi notdm cu P(m) patratul lungimii razei cercului
circumscris acestui triunghi. Atunci suma

S =P(1)+ P(vV2) + P(V3) + ... + P(V12)

este divizibila cu:
(@) 73 (b) 5; (c) 13; (d) 11.
Solutie. Se observa ca raza cercului circumscris triunghiului considerat are lungimea

m
— . Atunci

V2

S==-(1+2+..+12) =39,

N | =

Réspuns corect: (c). O

15. In planul 2Oy consideram punctele A(3,v/3) si B(4,0). Atunci unghiul dintre

inaltimea gi mediana AAOB care pleaca din unghiul A are masura egala cu:
T b T T

(a) E; (b) Z; (c) 55 (d) 6



Solutie. Sa notam cu D piciorul perpendicularei care pleaca din punctul A si cu C'
punctul de intersectie dintre mediana care pleaca din punctul A i axa Oz. Atunci C(2,0)
si D(3,0). Rezulta ca
—— CD 1
in DAC' = — = —.
sin 1C -~ 3
Rezulta ca m (@) = %
Raspuns corect: (d). O

16. In planul 20y consideriim punctele A(0,1) si B(2,0). Coordonatele punctului M
aflat pe mediana AD a triunghiului AOB pentru care

MO? + MA? + MB?

este minima sunt:

2 1 12
@00 6w ©(5) @ (53):
Solutie. Se observa cd D are coordonatele (1,0), deci dreapta AD are ecuatiay = —z+1.

Avem de determinat minimul sumei
a4 (y— 1)+ (v —2)2 + P
cind y = —x + 1, adica minimul sumei

622 — 8x + 6.

b 2 21
Acesta se atinge pentru x = —— = —, deci M are coordonatele | =, = | .
2 3 33
Réspuns corect: (c). O
17. Notam cu A si B punctele in care graficul functiei
fm(z) =2 —2(m — 1Dz —m
intersecteaza axa Oz, unde m este un parametru real. Valoarea lui m pentru care lungimea
segmentului [AB] este minima este:
1 1
- (b) = 0; (d) 1.

Solutie. Se observa ca radacinile sunt
r12=(m—1)xvm?—-—m+L1L

8



Atunci

AB=2vVm2—-—m+1

. .. 1
sl este minima pentru m = 3

Réspuns corect: (a).
18. Se considera ecuatia de gradul al doilea
(1+a®)2®> - (1+a)r+a(l —a) =0,

cu radacinile x1, x5 # 0. Multimea tuturor valorilor lui o € R pentru care

1 1 1
—1< —+—+
I ) T1T2

<0

este:
Solutie. Inecuatia din enunt este echivalenta cu

2
(< 2tate”
~ al—a)

Rezulta numitorul strict negativ, deci o € (—00,0) U (1, +00), si
o —a>24a+a?

de unde o € (—o0, —1].
Réspuns corect: (c).

19. Multimea tuturor solutiilor inecuatiei
2% —13-6"1 49" <0
este:

(a) (=00, =1JU[1,+00);  (b) (=00, —1]; (¢) (=00, 1]; (d) [=1,1].

Solutie. Prin impartirea inecuatiei la 6, obtinem

2\" 13+3m<0
3 6 2) — 7



Notand <;> =y > 0, obtinem

1 13

- ——+y<0,

Y 6

y? — 13y +6 <0,
c 2 3

y 372 b)

G) <) <()

deci z € [-1,1].
Réspuns corect: (d).

20. Multimea tuturor solutiilor inecuatiei
logs (37 +6) - logy (3" +18) < —6

este:
(a) [1,+00); (b) (—o0,1]; (c) (1,+00); (d) (—o0,1).
Solutie. Inecuatia se scrie echivalent
In(3*4+6) In(3*+6)+1n3

In3 . —In3 < -6,

si folosind substitutia In (3" + 6) = y > 0, avem

y(y +1n3) > 61n? 3,

cu solutia
y € (—00,—3In3) U (21n 3, c0).

Cum y > 0, rezulta

3*+6>9,
x> 1.

Réspuns corect: (c).

21. Termenul care nu il contine pe x din dezvoltarea

({‘/ng %)n

10



stiind ca suma coeficientilor binomiali este 256, are valoarea:
(a) 28; (b) 56; (c)8; (d) 70.

Solutie. Suma coeficientilor binomiali este 2" = 256, deci n = 8.
Atunci termenul general al dezvoltarii este

Pentru a nu-1 contine pe z, trebuie ca
k 8—k
2L T
6 10 ’

de unde £ = 3.
Termenul ciutat are valoarea C3 = 56.
Réspuns corect: (b).

22. Numarul de elemente ale multimii
A={zeC|mneN: s = (VB+iVY(B+PV2) .- (V3+i"V2)}

este:
(a) infinit; (b) 1; (c) 3; (d) 2.
Solutie. Sa observam ca

(V3 + i V2)(V3 + i V/2) (V3 + i 2V/2) (V3 + i 3V/2)
= (V3+ V2)(V3 —iv2)(V3 — V2)(V3+iV?2)
— (VB VR)(VE-VE) =1

Réspuns corect: (b).

23. Valoarea parametrului real o pentru care radacinile polinomului

X? —aX?+ 14z -8
sunt in progresie geometrica este:
(a) 5 (b)6; ()75 (d) 8.

Solutie. Din relatiile lui Viete, rezulta

T1X2x3 = 8.

11



Cum 1z, 29, x3 sunt in progresie geometrica, avem

2
Ty =a, r2 =aq, r3 = aq-,

deci
aq = 2.

Tot din relatiile lui Viete, rezulta

T1T2 + 123 + Tox3 = 14,

sau
a®(qg+ ¢ +¢*) = 14.
Rezulta . )
gttt 14,
q
sau

2¢°> —5q +2 = 0.

1 .
Rezulta ¢; = 2, g = =, respectiv a; = 1, as = 4. In ambele cazuri, radacinile sunt 1,2, 4.

Suma lor este 7 si este egala cu a.. Deci,a = 7.
Réspuns corect: (c). O

24. Multimea tuturor valorilor parametrului @ € R pentru care polinomul X3 —3X +a
are numar maxim de radacini intregi este:
(a) Ry (b) {2} (c) {2}; (d) {2}

Solutie. Din relatiile lui Viete, rezulta

1+ Tg+ T3 = 0
T1To + T1X3 + Tokg = -3
T1T2T3 = —Q.

De aici, deducem ci z7 + z3 + 3 = 6. Polinomul poate avea maxim 3 ridécini intregi,
iar asta se intAmpla atunci cAnd patratele a doua dintre ele sunt 1, iar patratul celei de a
treia e 4. Folosind si 27 + 2 + x3 = 0, rezulta ca posibile triplete de radacini (—1, —1,2)
si (1,1, —2). Din ultima relatie a lui Viete, avem a = £2.

Réspuns corect: (b). O
1 2z 0

25. Fiematricea A(x) = | 0 4x+1 0 |,undez este un parametru real. Multimea
0 3z 1

valorilor lui x pentru care A(z) este egald cu inversa sa este:

12



(a) T existd; (D) {o,—%}; (©) {0} (d) {O,i%}.

Solutie. Impunem
Az) - A(x) = I,

de unde
A(42? + 22) = L.

2
Réspuns corect: (b). O

1
Rezulta 422 + 22 = 0, de unde x € {O, ——} )

26. Presupunem ca z1, T9, T3, T4 sunt 4 numere consecutive. Determinantul

1+ T ) T3 Ty
I 1+ ) T3 Tq
I i) 1+ T3 T4
X1 ) T3 1 + x4

este de forma:
(a) 4k; (b) 4k +1; (c) 4k+2; (d) 4k + 3.

Solutie. Se observa ca determinantul este egal cu 1+x1+xo+r3+x4 = 1+4k+6 = 4m+3.
Réspuns corect: (d). O

1 1 1
27. Fie matricca A= | 1 0 —1 | . Media geometrica a radacinilor ecuatiei:
1 -1 1

det (A3 - :Elg) =0

este:
(@) 0; (b) 1; (c) =45 (d) —2.

Solutie. Observam ca

4 2 4
A=12 0 -2,
4 -2 4

de unde ecuatia det (4% — xI3) = 0 are ridicinile £21/2 si 8. Rezultd ci media ciutata
are valoarea —4.
Réspuns corect: (c). O

28. Fie A o matrice de ordinul 3 cu elementele egale cu £1. Atunci valoarea maxima
pentru det A este:

13



(a) 2; (b)4; (c)6; (d)8.

Solutie. Sa observam ca
@11 a2 Qi3

a1z Ai3

Q22 A23

ail Aaig
a21 A2

Q21 Q22 A23 | = 431 °
a31 dazz G33

+a33-

Determinantii de ordinul 2 pot fi 2, 0. Daca doi dintre ei sunt 2, al treilea este 0. Rezulta
ca valoarea maxima este 4. Se atinge, de exemplu, pentru matricea

1 1 1
1 -1 1
1 1 -1
Raspuns corect: (b). O

29. Fie M = {x;z € R, = > 1} si operatia interna

rry=xy++/(22-1)(y> - 1), Va,ye M.

Sa se precizeze care din urmatoarele afirmatii este adevarata:
(a) elementul neutru este 1, singurul element care are invers este 1;
(b) elementul neutru este 1, nici un element nu are invers;
(¢) nu exista element neutru;
(d) da, elementul neutru este 1, toate elementele sunt inversabile.
Solutie. Determinam elementul neutru e :

rxe=x, VYreM

= zed+ /(22 -1)(e2—-1)=x, VYzeM
=e=1

Se observa cd 1 are invers: 1% 1 =1 (inversul lui 1 este 1).
Daciz>1=zxy=ay++/(22—1)(12—1)>ay >z >1,Vy e M.
Deci oricare element diferit de 1 nu are invers.
Réspuns corect (a). O

30. Multimea tuturor valorilor parametrului a € Z; pentru care polinomul
f=X+aX+5

14



este reductibil este:

(2) {1.2,3}: (b)) Z\{0}; () 05 (d) Zr.

Solutie. Se observa ca polinomul
g=r+1

are proprietatea ca
glb)="b-a, Vbe {1, ...,6} .

Cum orice element din Z7\ {@} este inversabil, rezulta c& pentru orice a € Zr\ {0} , exista
un b= a~! € Z;\ {0} astfel incat g(b) = 1, adica f(b) = 0, adic& f este reductibil.
Pentru a = 0,
f=X45
are proprietatea ca, desi nu are radacini in Zr, este reductibil, deoarece se poate scrie ca

(X% +3) (X°+4).

Réspuns corect: (d). O
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